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Abstract

Modelarea in cazul portofoliilor, este un proces deosebit de delicat.
Exista suficient de munte teorii care atesta o modalitate sau alta de actiune.
Cu toate acestea, in stabilirea unui model apt de a fi utilizat, trebuie sa se
realizeze in primul rand un studiu bazat pe evolutia browniand care defineste
procesul ratelor dobanzilor pe termen scurt. Apoi, dupa ce se clarifica acest
aspect, trebuie sa se realizeze aproximarea variabilelor care intra in model,
in conditii de timp continuu §i timp discret.

Putem utiliza si termenii de timp discret sau timp continuu, acestea
avand aceeasi semnificatie. Aproximarea in timp discret se poate face prin
metoda Euler sau dupd metoda locald de liniarizare. In articol sunt exprimate
asemenea, studiul se indreapta si catre rezultatele empirice privind modelarea
ratelor dobdnzilor pe termen scurt.

Desigur pentru a modela ratele dobdnzii pe termen scurt, trebuie
aplicate aproximarile Euler sau Milestein pentru datele cu rate scurte.
Ludnd un exemplu se precizeazda care este evolutia acestora in timp. De
asemenea, trebuie constatat ca in cazul acestor modele, trebuie verificat cu
atentie verificarea autocorelatiei, testarea normalitatii precum si compararea
cu rezultatele modelului estimativ Kerls. Datele respective sunt prezentate
succesiv si asigurd intelegerea fenomenului la care ne referim.

Cuvinte cheie: timp continuu, timp discret, modele, teste, coeficienti,
semnificatie, evolutii, prognoza

Clasificarea JEL: C10, E43
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Introducere

Trecerea unui model de timp continuu la un model de timp discret
nu este o problema usoard. Vom aborda diverse proceduri de a transforma
modelele de timp continuu in modele cu timp discret. Exista multe metode
pentru a converti modelele de timp continuu in variante de timp discrete. in
acest sens amintim metoda Euler, metoda Milstein ca metode de liniarizare.

Problema generica este valabild pentru un studiu amanuntit in
domeniul finantelor empirice. Vom analiza problemele metodologice cu
privire la modelarea datelor privind rata dobanzii pe termen scurt. Miscarile
dobanzilor pe termen scurt au devenit esentiale pentru teoriile preturilor
activelor, preturile obligatiunilor si studiile structurii pe termen lung. Valoarea
instrumentelor derivate, evaludrile neutre ale riscurilor si teoria dinamica
a portofoliului, dar si pentru comportamentul macroeconomic, cum ar fi
comportamentul de consum si investitii si ratele de schimb, sunt la fel de
importante si sensibile. De aceea ne vom concentra pe modelarea procesului
dobéanzilor pe termen scurt.

Dupa unele explordari metodologice, vom incerca prin cateva
exemple sd estimam ratele dobanzilor pe termen scurt. Rezultatele testelor de
specificatie ale autocorelatiei si normalitatii indica faptul cé procedura urmata
este completa si supusa unor riscuri. Cunoastem ca modelul ARMA-ARCH cu
volatilitate dependenta de nivel are o performanta mai buna decat modelele cu
timp continuu in ceea ce priveste valorile probabilistice, testele de specificatie,
precum si previziunile din esantion si in afara acestuia.

Literature review

Anghelache si Anghel (2019) abordeaza in lucrarea lor problemele
legate de modelarea diverselor fenomene economice prin studii de caz in
concordanta cu teoria economicd. Anghelache si Anghel (2018), studiaza si
prezinta rezultatele unor studii de caz, analizate prin metode de modelare
econometricd a fenomenelor economice. Anghelache si Anghel (2016)
abordeaza conceptele teoretice ale modelarii econometrice a fenomenelor
economice. Anghelache (2012) analizeaza principalele aspecte ale modelarii
economice. Brenner et al. (1996) abordeaza in lucrarea lor problema alocarii
dinamice a activelor sub inflatie. Chan et al. (1992) prezinta o comparatie
empiricd a modelelor alternative ale ratei dobanzii pe termen scurt. Cox et
al.. (1985a) prezinta o teorie a structurii care caracterizeaza ratele dobanzii.
Newbold, Karlson si Thorne (2010) prezintd o serie de aspecte referitoare la
statistica de afaceri. Turnovsky (2000) studiaza principalele metode utilizate
in macroeconomie. Vasicek (1977) analizeazd si caracterizeaza echilibrul
termenilor structurii ratelor dobanzii.
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Metodologie, date, rezultate si discutii
* Studiu privind evolutia in timp
La inceput vom considera o evolutie browniana care defineste un
proces al ratelor dobanzilor pe termen scurt. in general, un proces brownian
este solutia unei ecuatii diferentiale stochastice (SDE) de forma:

dx, = b(X,,6)dt + a(X,,6)dW, (1)

unde (dWr],ED o este 0 miscare browniana. In teoria finantelor moderne,
procesele de difuzie sunt adesea folosite pentru modelarea datelor din seriile
de timp financiare, de exemplu rata dobanzii pe termen scurt. Rata dobanzii
pe termen scurt este importanta in caracterizarea structurii termenului a ratelor
dobanzii, ceea ce Inseamna structura ratelor dobanzii cu scadente diferite,
precum si in crearea preturilor la cererile contingente ratei dobanzii. Unii
autori Vasicek (1977) sau Cox et al. (1985a) sunt pionieri in domeniu. Un
studiu al unor lucrarilor este prezentat in Chan et al. (CKLS, 1992). Chan et al.
(1992) arata ca multe modele cu un factor pentru rate scurte pot fi sintetizate
prin relatia:
dX, = (c— BX,)dt+ oX] dW, ®)

Caracteristica acestei ecuatii este aceea ca are un coeficient de derivare
in medie-inversare si un coeficient de difuzie dependent de nivel. Un astfel
de cadru in timp continuu, desi poate oferi elemente teoretice, implica unele
dificultati in cercetarea empirica. Prima problema este modul de estimare a
parametrilor acestui model continuu. Sunt multe metode si incercari pentru a
implementa estimarile. Printre acestea amintim metoda inferentei indirecte,
metoda aproximativa a probabilitatii, metoda generald a momentului in ceea
ce priveste generatoarele de difuziune, metoda eficientd a momentului, metoda
nonparametricd, metoda de aproximare a densitatii, care au abordat noua
concreta.

A doua problema de modelare in timp continuu este de a judeca
specificatiile modelului folosit in raport cu datele empirice. De exemplu, se pot
oferi teste de specificatie pentru procesele de difuzie. Vom folosi trei metode
de transformare, astfel incat sa putem rezolva simultan cele doua probleme.
Cele trei metode de transformare sunt metoda Euler, metoda Milstein si
metoda NLL. Aceste trei metode furnizeaza modele in timp discret pentru
datele observate in timp discret ale unui proces de difuzie.

Putem a implementa estimarea probabilitatii maxime si predictia
este destul de usor, folosind aceste modele mentionate. Pentru testarea
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specificatiilor de model ale celor trei modele cu timp discret, urmarim
urmatoarea strategie. Folosind aproximarile in timp discret, putem transforma
cu usurinta seria de timp economica intr-un proces de zgomot alb, care este
distribuit in mod normal. Deci, testam dacd zgomotul alb estimat pentru fiecare
model aproximativ de timp discret este Tn mod normal distribuit. Intuitia este
ca, dacd aproximarea in timp discret reprezinta corect procesul de generare
a datelor, atunci putem elimina toata structura determinista. Cu cat structura
determinista este mai evidenta, cu atit putem prognoza mai bine datele. Vom
compara performanta celor trei aproximari in timp discret.

Aproximarea Euler este cea mai simpla si cea mai comuna aproximare
in timp discret. Dezavantajul acesteia este ca estimatorul Euler nu este
consecvent. Pentru a obtine rezultate superioare, sunt sugerate aproximarile
Milstein si NLL. Imbunititirea acestor aproximari este reprezentati de erori
mai mici ale estimarilor parametrilor in experimentele numerice.

Evaluarea modelelor aproximative in timp discret, pe langa luarea in
considerare a exactitatii estimarii parametrilor, impune exactitatea predictiei.
In cazul in care coeficientul este liniar, descoperim cd aproximarile Euler
si NLL sunt echivalente in reparametrizare, avand acelasi predictor. Putem
deduce o relatie functionald intre estimarea aproximadrii Euler si estimarea
aproximarii NLL. Folosind aceasta relatie putem evidentia performanta mai
bund a aproximarii.

In experimentul numeric, nu trebuie si luim in considerare metoda
NLL. Noi comparam doar aproximarile Euler si Milstein din experimentul
numeric folosind simularile Monte-Carlo. Rezultatele nu verifica
superioritatea aproximadrii Milstein fatd de aproximarea Euler. Estimarile
parametrilor si predictiile cu un pas inainte ale celor douad modele sunt
similare, datoritd dimensiunilor mici ale parametrilor de abatere. Dimensiunea
micd a parametrilor are acelasi efect ca pasii mici de discretizare, deoarece
variabila observatd evolueaza mai putin in cazul parametrilor mai mici si
pentru intervale de evolutie mai scurte.

Cunoastem ca daca etapele de discretizare, sunt mici, atunci efectul
discretizarii, este de asemenea mic. Motivul angajarii unor parametrii mici
se datoreazd faptului cd sunt sugerati de rezultatele empirice ale datelor.
Considerand specificatia modelului, determindm zgomotul alb estimat al
modelelor Euler si Milstein. Zgomotul alb estimat al celor doua aproximari
trece testul de specificatii in majoritatea simularilor. Prin urmare, modelele
aproximative Euler si Milstein pot identifica corect structura determinista
a datelor reale. De asemenea, descoperim ca aproximarea Milstein reduce
efectul in timp continuu mai bun decat aproximarea Euler in ceea ce priveste
distributia zgomotului alb estimat. Observam cé pentru o mare frecventa de
respingere a testului de distributie a metodei Milstein este mai mica decat
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pentru metoda Euler. Pe langd experimentul numeric, aplicam modelele
aproximative ale Euler si Milstein la datele privind rata dobanzii pe termen
scurt. Ca si In experimentul numeric, implementam estimarea ML, predictia
cu un pas nainte, si testam specificatia modelului. Doud modele aproximative
functioneaza in mod similar. Rezultatele de aici indica o diferentd semnificativa
intre datele simulate si cele reale: niciuna dintre datele cu rata scurtd nu poate
trece testul de specificatie intr-un mod satisfacator.

Se impune existenta zgomotului alb si, Tn consecintd, trebuie sa
identificdm noi modele care sa explice autocorelarea. Datele simulate de acele
modele cu timp continuu nu pot explica cu precizie autocorelatia ridicatd a
zgomotului alb.

Deoarece nu putem gasi un model adecvat in cadrul timpului
continuu, apelam la cel de timp discret. Utilizam modelul autoregresiv pentru
a exprima autocorelatiile ridicate ale zgomotului alb estimat. Constataim ca
putem modela autocorelatia zgomotului estimat, luand mai multe intarzieri in
modele. Prin rezumarea celor doua strategii de modelare, utilizam modelul cu
ARMA-ARCH cu volatilitate dependenta de nivel. Modelul il generalizeaza
pe cel al lui Brenner et al. (1996) prin utilizarea structurii ARMA. Precizam
ca modelele aproximative Euler si NLL sunt echivalente in reparametrizare.
Aproximarile Euler si Milstein vor fi aplicate datelor reale pentru o perioada
scurtd. Putem folosi modelul ARMA-ARCH cu volatilitate dependenta de
nivel pentru a modela ratele dobanzilor pe termen scurt.

* Modele de aproximare in timp discret

Dificultatea estimarii probabilitatii maxime (ML) bazata pe observatia
in timp discret este bine cunoscuta in literatura de specialitate. In cele ce
urmeaza, folosim modele aproximative in timp discret, astfel incat estimarea
ML, predictia si testul de specificatie a modelului sa fie realizabile. Prezentam
pe scurt cele trei metode de aproximare in timp discret: Euler, Milstein si noua
metoda de liniarizare locala (NLL).

- Metoda Euler
Ideea metodei Euler este de a inlocui dt cu un interval de timp 6t
pentru a obtine o aproximare in timp discret pentru procesul de difuzie X:

X,  — X, =b(X,.0)At, +a(X,,6)AW, 3)

Milstein Method
Metoda Milstein aproximeaza SDE prin urmatoarea relatie:
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X, —X. =b(X,,0)at, + a(x,,0)aW, +>a(x, )a (x.)(w,)" -
at)

4

unde At, =(t;., —t;) si 5er- = Wm__ - er- Expansiunea majora a
ordinului de convergenta 1,0. Mai are un termen in plus fatd de metoda Euler
care este extinderea a ordinului de convergenta 0,5.

Trebuie sa facem doua observatii:

a)Asa cum am mentionat, putem aplica expansiunea Taylor a
diferitelor ordine de convergenta pentru a obtine aproximari diferite
in timp discret pentru procesul de difuzie. Asadar, aceste modele
sunt utilizate de obicei pentru simulare, dar nu pentru estimare.
Utilizand astfel de modele cu timp discret pentru estimarea
probabilitatii maxime, functiile lor de densitate sunt complicate, iar
maximizarea functiei de probabilitate este instabila.

b) Metoda Milstein este doar o metodd de simulare mai buna pentru
procesele de difuzie atunci cand marimea pasului de simulare
tinde catre zero. Dacd pasii sunt fixati de timpii de observatie
£tuu S }, ca in cazul de fatd, atunci nu putem evidentia
superioritatea metodei Milstein.

- Noua metoda locala de liniarizare

Noua metoda de liniarizare locald (NLL) are la baza ideea urmatoare:
metoda Euler pastreaza constant driftul si coeficientii de difuzie pentru
s € [t,,t;4,), in timp ce NLL aproximeaza coeficientul de abatere b(X )
pana la termenii de ordinul al doilea folosind formula:

dX, = Lb(Xfi) +b' [Xr[)[XS_Xr[) + ? B" [Xr[)g: (Xr_l_)(.'i' - t:’)) ds +
a(x,,)dw,

Coeficientul de difuzie este pastrat in continuare ca o constanta.
Ecuatia (5) poate fi rezolvata analitic, solutia fiind data la £;;  conform relatiei:

¥ _x = biﬁ.‘r[} (eb-’[xri}{r[+._—r[} _ 1)+

Eivy £ B b"{xr_}
\ [

b Iixr[}" @(Xe,)" (eb-’[xrl_}{r[_,_._—r[} 11— bf[Xrl-)(tHl _ tg)) + ©)

)

-

(bf[""ti }}J i

ﬂ[Xr[) .r:l_[t ebf[xfc}':rn-_—z} AW,
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Distributia ultimului termen poate fi realizata conform relatiei:
[:X ) j‘ri+'_ b"(.ﬁ.‘ti}l:t‘[_'_._—z) AW ~Ni(0 (X ): J’ri+'_ :br{xr[}':rh'__z} dz
& b £ e = { » a b t; e : (7)

Vom arata ca Euler si predictorii NLL ai SDE (2) sunt echivalenti.
Motivul consta 1n liniaritatea coeficientului de abatere din ecuatia (2). Putem
observa cu usurinta ca aproximarea Euler, din relatia:

Kigsnyae = Xipe = (c — BX;,, )0t + JX::f.rﬁH’rmr (8)

si aproximarea NLL, data de relatia:

_h (8
Kigsnne = Xipe = 2 (c — BX)At + ﬂXf}:f.rﬂer 9)

sunt echivalente prin reparametrizare, deoarece:

B. At =h,(B, ) =1— e Pt

— Enil
cﬂuﬁt T n.. hl(ﬁn!!j
MLl
FEI.‘J = }'r;'zH
-
ll_a—..,gnu-_"nt

Tow = Cl'””h: (JB:I:H:] = 'j:lz!!..J 2Bnip AE (10)

unde U;, i = 1, ... sunt N(0, At) distribuit.

* Rezultate empirice privind modelarea ratelor dobanzii pe
termen scurt
Pentru a modela ratele dobanzii pe termen scurt aplicdm aproximarile
Euler si Milstein pe datele cu rate scurte. Seria orard a ratei de circulatie a
banilor este prezentatd in figura 1:
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Rata interbancara bazata pe indicatori economici

Figura 1
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 Aplicarea testelor de specificatie

Ideea principald a testelor de specificatie este de a verifica daca exista
structurd determinista in reziduuri. Aplicam doua teste de specificatie. Primul
test este de a verifica daca reziduurile sunt corelate automat, iar al doilea este
de a testa daca reziduurile au zgomot alb.

- Verificarea autocorelatiei

Fie Ui ... Uy distribuite in mod identic, variabile aleatorii, cu
E[U;] = 0,Var[U;] = 15i E|U,;|* < oo, pentrutoti 5 = 2. FieR, functia
de autovariantd data de relatia:

- 1
kzﬁzz k1 UiUi—g (11)

unde avem E[R,] = 0i Var[R,] = ~_m bentruk =1

s _ FERy _ o1

T = FrariEd VN — kR, = '_Ez =e+1 UiUiy (12)
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Luand in considerare secventa (U;U;_;)i=p+1_x pentru un k fix,
aceasta este aproape de cea dependenta de [Uz']g':l,,,u,\r . Utilizarea centrala
limiteaza teorema de mai sus deoarece T converge la N(0,1) in distributie
ca N — oo. Aplicand testul pentru aproximadrile de timp discrete, lasam
U, =W, —W,_, . Trebuie si notam ca T ~N(0,1) adica ﬁkNN[ﬁ],

este similar cu rezultatul Var| ﬁk] — 1 cand N este suficient de mare.
N

- Testarea normalitatii

Vom utiliza »* pentru histogrami in ideea de a testa daca distributia
esantioanelor este o distributie N{0,1) . Ideea este de a compara frecventa
relativa a esantioanelor la intervale I,

. _ numir din {iUel; ]} (13)

m N

si P probabilitatea distributici N(0,1) pe intervale Im, unde

{I,,m =1, ..., M}suntintervale disjuncte ale liniei reale. Distanta ponderata

— M N 5 :
d= Zmzl P (1=Dm) (Jum Jum) (14)

masoard distanta dintre esantion si distributiile normale si converge
la: 7~(M — 1), pentru distributia N — co,

* Rezultatele modelului estimativ CKLS

Notérile parametrilor sunt schimbate deoarece vom lua in considerare
modele mai generale. Parametrii estimari, £, ;. pentru estimari si predictii
sunt similare. De asemenea, putem observa ca coeficientii estimati de abatere
nu diferd semnificativ de zero. Dacd acestea sunt zero, inseamna ca nu putem
obtine valori de prognoza mai bune decat folosirea datelor curente. Pentru a
vedea daca este posibilad reducerea erorii de prognoza prin utilizarea modelelor,
solutia este sa comparam erorile de prognoza ale modelelor in raport cu cele
ale prognozei primare prin utilizarea datelor curente. Asadar, rezultatele din
tabele araté ca nu exista dovezi ale unui astfel de model. Zgomotul alb estimat
al celor doud aproximari este de asemenea similar si este prezentat n figura 2.
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Distributia zgomotului estimat in timp

Figura 2
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Se poate observa ca zgomotul alb estimat este mai concentrat in jurul
valorii de zero decat distributia normald si prezintd reziduri. De asemenea,

desenam autocorelatiile normalizate date in formula (12) pentru aproximarea
Euler din figura 3.
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Autocorelarea normalizata a zgomotului estimat
Figura 3
o - e . ———‘ 3 T —_

¥ |
| i CxLS — CHLS
al q I3 LARMA B LAHMA
\ ‘\' e CARMA -ARCH mk

B LARMA-ARTH

Ca element de referinta, prezentdm o simulare Monte Carlo pentru
1000 de repetari, folosind rezultatul estimarilor. Majoritatea acestora, si anume
96%, au autocorelatii maxime normalizate mai mici de 2,8; considerand
primele zece autocorelatii normalizate, iar maximul este de doar 4,2.

Valorile 3 *-test si valorile lor p sunt rezumate 1n figurile 1; 2 si 3.

Concluzii

Din studiul efectuat asupra modelarii in conditii de timp continuu
si discret se desprind o serie de concluzii. Variabilele din piata de capital,
portofoliile, activele, etc., pot fi studiate in conditii de timp continuu, adica o
evolutie neintrerupta sau in conditii de timp discret.

Din studiul efectuat se desprind unele concluzii si anume in primul
rand trebuie efectuatd o aproximare a evolutiei variabilelor factoriale in timp
continuu si in timp discret.

Pentru aproximare se pot utiliza metodele Euler, Milstein method
sau metoda locala de liniarizare. Acestea ajutd la o aproximare a variabilelor
considerate, care introduse in acest tip de model in conditii de timp continuu
sau liniarizat dau efectele care se impun.
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in timp.

Din interpretarea rezultatelor privind rata dobanzii pe termen scurt
se desprinde concluzia ca pentru a modela ratele dobanzii pe termen scurt,
trebuie aplicate aproximarile Euler si Milstein pe date cu rate scurte exprimate

Desigur ideea principala consta 1n aceea ca trebuie aplicate testele de
specificatie, verificarea autocorelatiei si testarea normalitatii, deoarece numai
in aceste conditii rezultatele obtinute sunt convingatoare si pot fi utilizate in
studiile si deciziile care se iau in domeniu portofoliilor pe piata de capital.

Jun—
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