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Abstract

In acest articol, autorii au pornit de la faptul cd, in general, notiunile de
probabilitate conditionala si probabilitate conditionald liniara, in termeni de proiectie
ortogonald, sunt comune mulfimii functiilor liniare. Pe acest fond, s-a efectuat o
prezentare a principalelor conditionari pe care le presupune regresia univariatd.
Astfel, sunt prezentate si demonstrate conditiile de liniaritate, necoliniaritate
si cea a normalitatii conditionale. Totodatd, se evidentiazda conditionarea de
homoscedasticitate. In continuare, in prezentarea conditiondrilor de liniaritate si
homoscedasticitate, se pleacd de la evidentierea conceptului de eroare care trebuie
consideratd in cazul regresiei univariatd. In continuare, se subliniazd cd estimarea
se efectueaza prin metoda celor celor mai mici patrate care se reduce la estimarea
parametrului beta. Un alt element avut in vedere si clarificat se refera la inlocuirea
probabilitatii prin distributia probabilitdtii de esantionare, care se supune criteriului
de minimizare.
; In final, se evidentiazd faptul cd estimatorul celor mai mici patrate ordinare
5, al lui p are o variatie minima in familia tuturor estimatorilor liniari impartiali ai

lui 3.
Cuvinte cheie: probabilitate conditionala, functie integrabila, variabila
exogend, regresie univariatd, proiectie ortogonala

Introducere

In general, sunt comune notiunile de probabilitate conditionald si
probabilitatea conditionala liniarda — sau regresie liniard — in termini de proiectii
ortogonale in sensul normei L?, pe multimea functiilor integrabile ale unui vector
oarecare z, indicat de L%(z), si pe multimea functiilor liniare ale lui z, indicata de
L?(z). Vom aplica conceptul de regresie si regresie liniara modelelor specifice, pentru
a studia probleme de estimare si testare.

Vom aminti cateva notiuni generale ale regresiei lineare. Sa consideram

un model statistic M, = X", @,Pne unde X" < R™ este domeniul esantion
de dimensiunea 7,® este domeniul parametru, si Png este familia distributiilor
de esantionare. Fie x€ X" un sir finit (x;),_, , cu X, =();,z;) unde
v, €R,z, e R?,qg =m—1. Considerdm doar cazul in care dimensiunea p a lui
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yl , este egald cu unu. Observatiile X,,..., X, sunt independente in sensul distributiei

P’ pentru toate 6 si distribuite in functle de aceeasi distributiec a probablhtam
Q’ P = [Q 1%". Mai mult chiar, presupunem ci pentru toate 1,...,7, yisioz;
pentru j=1,..., ¢ sunt variabile aleatorii patratice integrabile, de ex. apartin lui L? (z)

Prezentarea modelul regresiei in termeni de probabilitati, este, in cazul liniar,
identic cu cel al lui Spanos (1986), care il denumeste model de regresie liniarda in
contrast cu modelul liniar al lui Gauss, definit de ecuatia obisnuita ¥ = X +u
. Pentru cel din urmai, variabilele exogene par hotiratoare. Intr-adevar, modelul
regresiei liniare este bazat pe argumente generale probabilistice si modelul liniar
gaussian este doar un caz particular. In aceastd prezentare, mai degraba general a
modelului regresiei, putem adanci studiul in lucrarile aceluiasi autor.

Literature review

In ceea ce priveste modelul regresiei liniare, o dovadd mai riguroasi a
echivalentei OLS si metoda momentelor pot fi gasite in Gouriéroux si Mon-Fort
(1996a). Modelul restrictionat de regresie a fost studiat de numerosi autori, in special
Gouriéroux si Monfort (1996a, Volumul 2), Greene (1990), Spanos (1986), Judge,
Griffiths, Hill, Lutkepohl, si Lee (1985), si Judge, Hill, Griffiths, Lutkepohl, si Lee
(1988). Pentru a arata ca ﬂ: este BLUE, pot fi consultati in special Judge, Hill,
Griffiths, Lutkepohl, si Lee (1988). Pentru o estimare, puteti consulta Spanos (1986),
Greene (1990), si Judge Hill, Griffiths, Lutkepohl, si Lee (1988). Principalele aspecte
pentru modelul logaritmic liniar se regasesc in lucrarea lui Greene (1990). Pentru a
demonstra convergenta lui & 5 la 0° , se poate consulta Monfort (1982). In analiza
unei comparatii a procedurilor de test in Wald, Rao, si LR pentru cazul in care ipoteza
nuld poate fi exprimati in forma Rf =7, se poate adanci studiul autorilor Judge,
Griffiths, Hill. Lutkepohl, si Lee (1985) si Spanos (1986).

In cazul regresiei parametrice neliniare, indicim spre studiu suplimentar
Bierens (1994), Gouriéroux si Monfort (1996a, Volumul 1), Greene (1990, Capitolul
11), Spanos (1986); iar pentru testul restrictiilor liniare - Bierens (1994).

Partea privitoare la modele specificate eronat poate fi adancita prin studiul
lucrarilor lui White (1980), Florens, Ivaldi si Larribeau (1996), Gallant si White
(1988), si White (1994).

Metodologie si date
Suntem interesati de probabilitatea conditionala de forma

g
Ex(yilzi) = glzi B).
Pentru toate i, unde S este o functie a 0 care presupunem ca este finita.
Consideram problema estimarii acestui vector de parametru £, presupunand ca g este

cunoscut. Definind vectorul aleatoriu « in domeniul R” siu = (u1 ,...,un) pentru
toate 7, obtinem:

4 = yy = E° (1), (1

Proprietatile care vor duce la urmatorul model:
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g(:r’-ﬁ): EI-&U’H:J)'_— fjlz.'- (2)

Alegerea lui g, sau mai general alegerea domeniului de conditionare sau
proiectare determind tipul de model luat in considerare. In acest mod, dacd domeniul
este restrictionat la multimea L*2(z). In domeniul functiilor liniare ale lui z, obtinem:

gz By = EL (nlz) = Bz,

Regresia liniara
In primul rand, luim in considerare presupunerile care ne permit si
specificdm ceea ce denumim model de regresie liniard. Sd ne amintim cd y, € R
si z; =(2;,...,2, ) pentru toate i=/,..., n cu proprietatea ca z, =1, la care vom
reveni ulterior.
Mai intai vom presupune conditia de liniaritate
e Pentru toate i=1, ... , n, avem:

G
Efylz) = EL(plz)) = Bz = Z Bizij | cu
=1

B=(p,....5,) inplus E®(z,z,") este inversabil.

Putem sa deducem din aceastd presupunere forma generald a ecuatiei
regresiei liniare, folosind expresia pentru termenul oarecare #; rezultind din relatia
(1), astfel:

v = p'z +us i=1,....81.

Definim vectoriinx / - ysiudecitre y = (y,,...,»,) siu = (u, yeeesU,)
si matricea Z n x ¢ prin functia:

Z= (), =t 2.

Forma de matrice a ecuatiei regresiei este y = Zf +u .

Prin constructie, termenul #; posedd o serie de proprietati. Pentru toate
=1, ... i : 7
i=1,...,n, obtinem Fu,|2) = 0

Precizim ca independenta xi, implica faptul cd E°(u, | z,) = E® (u, | Z)
si astfel o
Ef(u|Z)y = (.

Apoi, vom deduce:
EU(”E:J-"{) = Ze'E{T(”."hI} =10 (3)

Aceastd a doua proprietate reprezintd ortogonalitatea conditionald intre
u; siz,. De asemenea, aceste proprietati raiman valabile in termini de probabilitati
marginale, adica:
E'u) = E"[E¥(ui)2)] = 0
si
E(uiz) =0

pentru i=1,...,n, care constituie ecuatia fundamentala a estimarii.
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e Urmatoarea conditionare de identificate este presupunerea de ne-

coliniaritate, adica:
Rank(Zy=g (n=yq)

Acecasta poate fi scrisa in  urmatoarele moduri echivalente
Rank(Z'Z)=q,det(Z'Z) #0 sau Z'Z inversabil. Aceasta este presupunerea
echivalenta in termeni de esantion al presupunerii distributionale ca matricea variatie
E’(z,z,") este inversabild, ceea ce nu depinde de i.

O alta conditionare este cea de homoscedasticitate, respectiv:

Varl(yilzy = o2 foralli =1, .
Putem sa inferdm imediat ca Var’(y, | z,) = o, pentru toate i=1, ..., n. Mai
mult, pentru toate i sij cu i#j, ob{inem:
Cov®(u; 1051 Z) = B (i | 2)
= £l = E'wilzn) 0 = B2} 1 2]
= E* [(v = E*l2)) (v — E°0512))12)
= B |Z) — E [ E (v 2N Z) = E7 [y B 2)1 2]
+ B [E 1 2)E% ()1 2)1Z]
=0
De vreme ce y; si y; sunt independente conditional pe Z, deducem:

o’ ifi '
ENuwu,|Z) = me=
w2 =\0 2k
Aceasta proprietate a termenului erorii poate fi scrisa si sub forma relatiilor:
i ol e Daca | = 7
E(uu;)=E [!. (i{,-u_,IZJ} = |0 Dwa i # 7

Sau

Var® (uy = E% 'y = Var' (u|Z) = E° (w1 Z) = a1,

Ultima conditionare este cea a normalitatii conditionale, cind y, | Z, este
distribuita normal pentru toate i = 1,..., n.
Conditionarile 1, 3, si 4 pot fi rezumate prin:
¥ilzp o~ 1"5'.1\-"(16}’_7,-‘ 02)_
Pentru toate i = /,... ,n, ceea ce implica faptul ci u;|z; ~ L0 N((}, cr:') mai
recis C 2
p W~ LN, a9
Aceasta ultima proprietate (conditionare) rezuma principiile de baza ale
modelelor de regresie liniara intr-un numar mare de manuale de econometrie care
specifica modelul in acest mod, incepand cu termenul eroare si derivand din el tocmai
presupunerile de ortogonalitate, liniaritate si homoscedasticitate. In cazul de fata,
conditionarile sunt specificate.
Estimarea prin cele mai mici patrate ordinare se reduce la estimarea vectorului
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parametru f. Vom folosi aici rezultatele Capitolului anterior despre notiunea de cea
mai bund aproximare in sensul normei L. Estimatorul pe care il obtinem prin aceasta
metoda este estimatorul Celor mai mici patrate ordinare (OLS) al lui f.

Estimatorul lui £ este obtinut ca solutie a problemei minimizarii urmatoarei
functii fata de 4, adica:

£ (J’i _ i;\_.f.:u.) = g7 [{):,- - PLIZ,-}Z] .

De aici obtinem urmatorul sistem simplu de ecuatii, respectiv

E' [210n —4'2)) = 0. (5)
Ecuatia (4) 1l defineste pe f ca solutie la o problema de minimizare, de forma:

Pl 2 = (= 2z,
Primele conditii de ordine (5) formeaza o ecuatie simplda a momentului

fixand ] )
Y a) = z;(y — 2'zp).

esantionare cu cea calculata folosind distributia empirica, o transforma in minimizarea:

Diri, .. hy) = Z (» - i}.,-:_.,); Z (. — i) (6)

fatd de A, ..., A, , sau in termeni de matrice la minimizarea:
D)= - ZW (W - 2
fag de A =(4,....,4,).

Primele conditii ale ordinii problemei minimizarii sunt:

DG _ oy +27'Z25 =10
g ek Teses=u (7)
Aceasta poate fi rescrisa ca:
7y — Ziy=10
sau

Zn: iy — Az =0,
=1

Aceagta ultima relatie ne permite sa obtinem expresia pentru estimatorului
momentului ,Bn , denumit aici si estimatorul celor mai mici patrare ordinare ale £,
adica:

! !
Bo=(Z'zy'zy= [Z z,:.’-] pIETE (8)

i=l
A

Urmand logica notatiei, acest estimator ar trebui sa fie notat cu /?,n. Vom
folosi notatia /3, pentru a ne ramane in sistemul de demonstratie asumat.
A doua conditie de ordine este satisfacuta pentru:
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HEFION

< -7z
dnon

~

care este 0 matrice pozitivd semi-definitd, astfel /3, , este un minim.
Considerand, pentru toate i = /,...,n,

-~ A.f
Y= ﬁuzl
si

E‘Tt =¥ — ;’7

putem sa definim vectorii ) si ¢, ambii de dimensiunea n x 1, prin:

= (-_1;I- -Fﬁ]J sl = [\E'EII-. ‘e ,?‘L;_)

)

Sub conditionarile 1-3, cand o’ este necunoscut, pot fi estimate prin:

)

N Tl i, 1
U: = ; Z (}"f - 'BHZ!')
=1
si
o’ = E”(atf‘) = £’ [(__1-’; - ﬁsz}z]

Totusi, vom prefera un estimator diferit, care ramane impartial, adica:

n
ey

1 y
35 = Z (-V" - 'ﬁnzf) '

O =

~2 . . A
O, poate fi scris si sub forma:

, LA 1 ) (I
e — Y= — P— 1) = W,
GH_H—(];% n—q(‘} ﬂ(‘ 17—) —

A2
unde O, este egal cu:
.y L -~ —
0—3 = _—(}’ - Z)[jfi).(,.v - Zﬁn)
n—gq
= W'y =2 UZ'Z)y ' Z'y)
f—q
= — —'\’J;'L'{zll‘
n—q

iar
M, :172(2'2)’12'

Vom considera ca densitatea conditionald a lui V; este de forma:

Filz Boo) = —— exp {_0_—&_)_}

o2

(€))

(10)
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Problema de maximizare in acest caz este:

max E* [in f(pfz;. 1, 0]

A

. . .. .p .~ . .

MLE a lui  si 62, pe care o exprimim prin ﬂn, si 0, satisface egalitatea:
sy 1 o .

S, a0 ) = arg max — | il Aol =
(4, 57) = angmax Z nf0ilz. hp)

= argmax Inl,(y|Z, », p),

unde / , este exprimarea probabilitatii data de

LIZ, 0, p) = T ronts 3 L R (= a'7)?
VIZ, 0, ) ’1:!}(,1”7,-‘ ) PR L.\i)[—;— 5 ,
Estimatorii sunt apoi derivati, adica

il

7 Int,(y|Z, 0, p)=10

si

g In/ Z,

Ty s M, =

o WZ, a p)=0
Aceasta este echivalenta cu

2 = BT

=2 bi=45) =~y - Zi)(y - Zi) =0

g LU= = g0 - 2 - 2 =0 (11)

S1

i = ,]—! i (y - J'.':,.}:f
B (12)

in conditiile relatiei (11).Din relatia (12) putem deriva expresia pentru O,
si vom obtine:

[

Gi= 3 i —Bu) =252
w2l =fa) = s (13)
Proprietatile esantioanelor mici vor fi evidentiate pornind de la esantionul
finital lui B, . B, poate fi scris in forma 4y, cu 4 = (2°7)17’, si astfel este liniar in y.
Mai mult,

By =222 Z8 +uy=B+(2'2)"\ Zu,
A§aincét, R
E%(B,1Z)=p; asadar ﬂn este un estimator impartial al lui f. Variatia
conditionald este data de relatia:

ar' (B 2) = EN(Z' 27 2|2y = o2 7).
Astfel, se ajunge teorema Gauss-Markov, carg prevede:

,,Estimatorul celor mai mici patrate ordinare ,Bn al lui B are o variatie minima
in familia tuturor estimatorilor liniari impartiali ai lui B”.
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Pentru a demonstra aceasta, vom considera un estimator liniar diferit al lui §,
notat cu g , de forma g, =Cy, unde C este 0 matrice g x n , de forma:

C=D+(Z2'Z2)' 72
In ecuatia de mai sus, D are dimensiunea ¢ x n. S presupunem ci acest nou
estimator este impartial, ceea ce presupune:
EY B2y = ET[(D 42 2) 2V p v w2 = DZB + B
Aceasta inseamna ca DZ = 0 si in consecinta:
Bi=B+(D+(22)" 2.
Calculand variatia lui ﬁn , utilizdnd constrangerea DZ = 0 si faptul ca
Var®(u|Z) = oI, obtinem:
Var® (Bl Z2) = Var" (D + (2 2)™" 2')u| Z)
=0’DD +o2(Z'Z)!
= o’ DD' + Var'(B,| Z)
= Var'(B,12)
Deoarece D’D este o matrice pozitiva semi-definitd, rezultd ca intr-un

esantion finit, j , este cel mai bun estimator liniar impartial (BLUE) al lui .
Daca vom considera proprietatile lui 6'n2, pentru a demonstra cd este un

estimator, pornim de la relatia:

U=y —y=Mzy=MAZB+u)= Mu ,unde M ,Z =0, obtinem:

1,
o, = uMzu.
h—yg

Din calculul acestei probabilitati conditionale rezulta:

o irMy,
'

H—-q

s [M; E’F[uu'\ 7.')] =

L, ) 1
EU3]12) = —E"W MpulZ) = i (i Mpu)| Z) =
-

-q

n—yq

si de aici deducem:

i) =2 - 2

v (G, 1Z) = 0",

Daci acesta este un scalar, atunci # (¢) = a; daca 4 si B sunt doud matrice de

dimensiuni apropiate, si in consecinta t7(AB) = tr(BA),

De asemenea, rezulta ca:

r(Mz) =tr(l,)—tr(Z(2'2)7'2") =
=n—-tr((Z'Z)'2'2) =n-— q
si de aici deducem ca:
Se poate arata de asemenea ca
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2et

Var* (G11Z) = —.
ar’ (o] ) s

Vom considera ca estimatorul maxim al probabilitatii este impartial.

Concluzii

Prezentul articol evidentiaza principalele notiuni teoretice generale cu privire
la regresia univariata. In context, se prezinta conditionirile de care trebuie sa se tina
seama 1n constructia si utilizarea regresiei univariata in analizele economice practice.
In aceasta analiza se efectueazi prezentarea modelului de regresie in termeni de
probabilitati care, in conformitate cu teoriile exprimate de o serie de econometristi (de
exemplu, Spanos), este un model de regresie liniara definit prin ecuatia matematica Y
= XPB + &. In acest model, variabila exogeni considerati devine hotaratoare. Estimarea
parametrului B intr-o astfel de functie se realizeaza prin metoda celor mai mici patrate
ordinare. Estimatorul pe care il obinem prin aceastd metoda este, in fapt, estimatorul
celor mai mici patrate ordinare (OLS) al lui . n prezentarea realizata, consideram ca
estimatorul maxim de probabilitate este impartial. Desi regresia univariata este mai
rar utilizatd in analizele social-economice, aceasta este recomandabil sa fie folosita
atunci cand, de fapt, regresia este de o forma neliniara.
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