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Abstract 
 În acest articol, autorii au pornit de la faptul că, în general, noţiunile de 
probabilitate condiţională şi probabilitate condiţională liniară, în termeni de proiecţie 
ortogonală, sunt comune mulţimii funcţiilor liniare. Pe acest fond, s-a efectuat o 
prezentare a principalelor condiţionări pe care le presupune regresia univariată. 
Astfel, sunt prezentate şi demonstrate condiţiile de liniaritate, necoliniaritate 
şi cea a normalităţii condiţionale. Totodată, se evidenţiază condiţionarea de 
homoscedasticitate. În continuare, în prezentarea condiţionărilor de liniaritate şi 
homoscedasticitate, se pleacă de la evidenţierea conceptului de eroare care trebuie 
considerată în cazul regresiei univariată. În continuare, se subliniază că estimarea 
se efectuează prin metoda celor celor mai mici pătrate care se reduce la estimarea 
parametrului beta. Un alt element avut în vedere şi clarifi cat se referă la înlocuirea 
probabilităţii prin distribuţia probabilităţii de eşantionare, care se supune criteriului 
de minimizare.
  În fi nal, se evidenţiază faptul că estimatorul celor mai mici pătrate ordinare 

, al lui β are o variaţie minimă în familia tuturor estimatorilor liniari imparţiali ai 
lui β’. 
 Cuvinte cheie: probabilitate condiţională, funcţie integrabilă, variabilă 
exogenă, regresie univariată, proiecţie ortogonală

Introducere
 În general, sunt comune noţiunile de probabilitate condiţională şi 
probabilitatea condiţională liniară – sau regresie liniară – în termini de proiecţii 
ortogonale în sensul normei L2, pe mulţimea funcţiilor integrabile ale unui vector 
oarecare z, indicat de L2(z), şi pe mulţimea funcţiilor liniare ale lui z, indicată de 
L2(z). Vom aplica conceptul de regresie şi regresie liniară modelelor specifi ce, pentru 
a studia probleme de estimare şi testare.
 Vom aminti câteva noţiuni generale ale regresiei lineare. Să considerăm 
un model statistic  nn

n PXM ,,  unde nmnX   este domeniul eşantion 
de dimensiunea ,n  este domeniul parametru, şi 

nP  este familia distribuţiilor 
de eşantionare. Fie nXx  un şir fi nit niix ,...,1)(   cu )',( iii zyx   unde

1,,  mqzy q
ii . Considerăm doar cazul în care dimensiunea p a lui
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iy , este egală cu unu. Observaţiile nxx ,...,1  sunt independente în sensul distribuţiei 


nP  pentru toate θ şi distribuite în funcţie de aceeaşi distribuţie a probabilităţii 
n

n QPQ  ][:  . Mai mult chiar, presupunem că pentru toate iyn,,...,1 şi ijz  
pentru j=1,…, q sunt variabile aleatorii pătratice integrabile, de ex. aparţin lui L2(z).
 Prezentarea modelul regresiei în termeni de probabilităţi, este, în cazul liniar, 
identic cu cel al lui Spanos (1986), care îl denumeşte model de regresie liniară în 
contrast cu modelul liniar al lui Gauss, defi nit de ecuaţia obişnuită  uXy    
. Pentru cel din urmă, variabilele exogene par hotărâtoare. Într-adevăr, modelul 
regresiei liniare este bazat pe argumente generale probabilistice şi modelul liniar 
gaussian este doar un caz particular. În această prezentare, mai degrabă generală a 
modelului regresiei, putem adânci studiul în lucrările aceluiaşi autor.

Literature review
 În ceea ce priveşte modelul regresiei liniare, o dovadă mai riguroasă a 
echivalenţei OLS şi metoda momentelor pot fi  găsite în Gouriéroux şi Mon-Fort 
(1996a). Modelul restricţionat de regresie a fost studiat de numeroşi autori, în special  
Gouriéroux şi Monfort (1996a, Volumul 2), Greene (1990), Spanos (1986), Judge, 
Griffi ths, Hill, Lutkepohl, şi Lee (1985), şi Judge, Hill, Griffi ths, Lutkepohl, şi Lee 
(1988). Pentru a arăta că *ˆ

n  este BLUE, pot fi  consultaţi în special Judge, Hill, 
Griffi ths, Lutkepohl, şi Lee (1988). Pentru o estimare, puteţi consulta Spanos (1986), 
Greene (1990), şi Judge Hill, Griffi ths, Lutkepohl, şi Lee (1988). Principalele aspecte 
pentru modelul logaritmic liniar se regăsesc în lucrarea lui Greene (1990). Pentru a 
demonstra convergenţa lui 2ˆ n  la 2 , se poate consulta Monfort (1982). În analiza 
unei comparaţii a procedurilor de test în Wald, Rao, şi LR pentru cazul în care ipoteza 
nulă poate fi  exprimată în forma rR  , se poate adânci studiul autorilor Judge, 
Griffi ths, Hill. Lutkepohl, şi Lee (1985) şi Spanos (1986).
 În cazul regresiei parametrice neliniare, indicăm spre studiu suplimentar 
Bierens (1994), Gouriéroux şi Monfort (1996a, Volumul I), Greene (1990, Capitolul 
11), Spanos (1986); iar pentru testul restricţiilor liniare - Bierens (1994).
 Partea privitoare la modele specifi cate eronat poate fi  adâncită prin studiul 
lucrărilor lui White (1980), Florens, Ivaldi şi Larribeau (1996), Gallant şi White 
(1988), şi White (1994).

Metodologie și date
 Suntem interesaţi de probabilitatea condiţională de forma 

 Pentru toate i, unde β este o funcţie a θ care presupunem că este fi nită. 
Considerăm problema estimării acestui vector de parametru β, presupunând că g este 
cunoscut. Defi nind vectorul aleatoriu u în domeniul p  şi )',...,( 1 nuuu   pentru 
toate i, obţinem:
  (1)

 Proprietăţile care vor duce la următorul model: 
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  (2)

 Alegerea lui g ,  sau mai general alegerea domeniului de condiţionare sau 
proiectare determină tipul de model luat în considerare. În acest mod, dacă domeniul 
este restricţionat la mulţimea  L*2(z). În domeniul funcţiilor liniare ale lui z, obţinem:

 

Regresia liniară
 În primul rând, luăm în considerare presupunerile care ne permit să 
specifi căm ceea ce denumim model de regresie liniară. Să ne amintim că iy  
şi )',...,( iqii zzz  pentru toate  i=1,…, n cu proprietatea că  1iz , la care vom 
reveni ulterior.
 Mai întâi vom presupune condiţia de liniaritate
 Pentru toate i=1, . . .  , n, avem:

  , cu 

 
)',...,( 1 q  , în plus )'( ii zzE  este inversabil. 

 Putem să deducem din această presupunere forma generală a ecuaţiei 
regresiei liniare, folosind expresia pentru termenul oarecare iu  rezultând din relaţia 
(1), astfel:

 Defi nim vectorii n x 1 -  y şi u de către )',...,( 1 nyyy   şi )',...,( 1 nuuu 
şi matricea  Z  n x q prin funcţia:

 Forma de matrice a ecuaţiei regresiei este uZy   .
 Prin construcţie, termenul iu  posedă o serie de proprietăţi. Pentru toate  
i=1,…,n, obţinem:

 Precizăm că independenţa  xi, implică faptul că )|()|( ZuEzuE iii
   

şi astfel

 Apoi, vom deduce: 
  (3)

 Această a doua proprietate reprezintă ortogonalitatea condiţională între  
iu  şi iz . De asemenea, aceste proprietăţi rămân valabile în termini de probabilităţi 

marginale, adică:

 

p p

i 

  
pentru i=1,…,n, care constituie ecuaţia fundamentală a estimării.
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  Următoarea condiţionare de identifi cate este presupunerea de ne-
coliniaritate, adică:

 Aceasta poate fi  scrisă în următoarele moduri echivalente 
0)'det(,)'(  ZZqZZRank  sau Z’Z inversabil. Aceasta este presupunerea 

echivalentă în termeni de eşantion al  presupunerii distribuţionale că matricea variaţie 
)'( ii zzE  este inversabilă, ceea ce nu depinde de  i.

 O altă condiţionare este cea de homoscedasticitate, respectiv:

 Putem să inferăm imediat că 2)|(  ii zyVar , pentru toate i=1,…, n. Mai 
mult, pentru toate  i şi j cu i≠ j, obţinem:

 De vreme ce iy  şi jy  sunt independente condiţional pe Z, deducem:

 Această proprietate a termenului erorii poate fi  scrisă şi sub forma relaţiilor: 

 
 Sau

 

 Ultima condiţionare este cea a normalităţii condiţionale, când ii zy |  este 
distribuită normal pentru toate  i = 1,..., n.
  Condiţionările l, 3, şi 4 pot fi  rezumate prin: 

 Pentru toate i = 1,... ,n, ceea ce implică faptul că  mai 
precis

 Această ultimă proprietate (condiţionare) rezumă principiile de bază ale 
modelelor de regresie liniară într-un număr mare de manuale de econometrie care 
specifi că modelul în acest mod, începând cu termenul eroare şi derivând din el tocmai 
presupunerile de ortogonalitate, liniaritate şi homoscedasticitate. În cazul de faţă, 
condiţionările sunt specifi cate. 
 Estimarea prin cele mai mici pătrate ordinare se reduce la estimarea vectorului 
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parametru  β. Vom folosi aici rezultatele Capitolului anterior despre noţiunea de cea 
mai bună aproximare în sensul normei L2. Estimatorul pe care îl obţinem prin această 
metodă este estimatorul Celor mai mici pătrate ordinare (OLS) al lui  β.
 Estimatorul lui β este obţinut ca soluţie a problemei minimizării următoarei 
funcţii faţă de λ ,adică:

 De aici obţinem următorul sistem simplu de ecuaţii, respectiv 
  (5)

 Ecuaţia (4) îl defi neşte pe β ca soluţie la o problemă de minimizare, de forma: 

 
 Primele condiţii de ordine (5) formează o ecuaţie simplă a momentului 
fi xând 

 Înlocuirea probabilităţii în ceea ce priveşte distribuţia probabilităţii de 
eşantionare cu cea calculată folosind distribuţia empirică, o transformă în minimizarea: 

 
p ,

 (6)

 faţă de q ,...,1 , sau în termeni de matrice la minimizarea: 

 
 faţă de  ),...,( 1 q  .
 Primele condiţii ale ordinii problemei minimizării sunt: 

 

p

 (7)
 Aceasta poate fi  rescrisă ca: 

  
 sau

 

 Această ultimă relaţie ne permite să obţinem expresia pentru estimatorului 
momentului n̂ , denumit aici şi estimatorul celor mai mici pătrare ordinare ale  β , 
adică:

  ( 8 )
 
 Urmând logica notaţiei, acest estimator ar trebui să fi e notat cu n̂ . Vom 
folosi notaţia n̂  pentru a ne rămâne în sistemul de demonstraţie asumat.
 A doua condiţie de ordine  este satisfăcută pentru:
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 care este o matrice pozitivă semi-defi nită, astfel  n̂ , este un minim. 
 Considerând, pentru toate i = 1,...,n,

 
 şi

  
 putem să defi nim vectorii  ŷ  şi û , ambii de dimensiunea n x 1, prin:

  şi 

 Sub condiţionările 1-3, când 2  este necunoscut, pot fi  estimate prin:

 

,

 
 şi (9)

 

 Totuşi, vom prefera un estimator diferit, care rămâne imparţial, adică: 

  (10)

 
2~
n poate fi  scris şi sub forma:

 

 unde 2ˆ n  este egal cu:

 iar

 ')'(1 1 ZZZZM Z  

 Vom considera că densitatea condiţională a lui iy  este de forma:
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 Problema de maximizare în acest caz este: 

 
 MLE a lui β şi σ2, pe care o exprimăm prin n

~
, şi 2~

n  satisface egalitatea:

   

 unde nl   este exprimarea probabilităţii dată de 

 
 Estimatorii sunt apoi derivaţi, adică

 
 şi

 
 Această este echivalentă cu 

  (11)

 şi

   (12)
 în  condiţiile relaţiei (11).Din relaţia (12) putem deriva expresia pentru  2~

n  
şi vom obţine:
 

   (13)
 Proprietăţile eşantioanelor mici vor fi  evidenţiate pornind de la eşantionul 
fi nit al lui n̂ . n̂ poate fi  scris în forma Ay, cu A = (Z’Z)-1Z’, şi astfel este liniar în y. 
Mai mult, 

 
 Aşa încât,
   aşadar n̂ este un estimator imparţial al lui β. Variaţia 
condiţională este dată de relaţia:

 
 Astfel, se ajunge teorema Gauss-Markov, care prevede:
 „Estimatorul celor mai mici pătrate ordinare n̂  al lui β are o variaţie minimă 
în familia tuturor estimatorilor liniari imparţiali ai lui  β”. 



Romanian Statistical Review - Supplement nr. 11 / 2016134

 Pentru a demonstra aceasta, vom considera un estimator liniar diferit al lui β, 
notat cu n

~ , de forma  Cyn
~ , unde C este o matrice q x n , de forma:

 
 În ecuaţia de mai sus, D are dimensiunea  q x n. Să presupunem că acest nou 
estimator este imparţial, ceea ce presupune:

 
 Aceasta înseamnă că  DZ = 0 şi în consecinţă:

 
 Calculând variaţia lui n

~ , utilizând constrângerea DZ = 0 şi faptul că  
nIZuVar 2)|(   , obţinem:

 Deoarece D’D este o matrice pozitivă semi-defi nită, rezultă că într-un 
eşantion fi nit, n̂ , este cel mai bun estimator liniar imparţial  (BLUE) al lui β.
 Dacă vom considera proprietăţile lui 2ˆ n , pentru a demonstra că este un 
estimator, pornim de la relaţia:

 ., unde 0ZM Z , obţinem:

  

 Din calculul acestei probabilităţi condiţionale rezultă:

 
 şi de aici deducem: 

 
 Dacă acesta este un scalar, atunci tr (a) = a; dacă A şi B sunt două matrice de 
dimensiuni apropiate, şi în consecinţă tr(AB) = tr(BA);
 De asemenea, rezultă că:

 

 
 şi de aici deducem că:
 Se poate arăta de asemenea că
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 Vom considera că estimatorul maxim al probabilităţii este imparţial.

Concluzii
 Prezentul articol evidenţiază principalele noţiuni teoretice generale cu privire 
la regresia univariată. În context, se prezintă condiţionările de care trebuie să se ţină 
seama în construcţia şi utilizarea regresiei univariată în analizele economice practice. 
În această analiză se efectuează prezentarea modelului de regresie în termeni de 
probabilităţi care, în conformitate cu teoriile exprimate de o serie de econometrişti (de 
exemplu, Spanos), este un model de regresie liniară defi nit prin ecuaţia matematică Y 
= Xβ + ε. În acest model, variabila exogenă considerată devine hotărâtoare. Estimarea 
parametrului β într-o astfel de funcţie se realizează prin metoda celor mai mici pătrate 
ordinare. Estimatorul pe care îl obţinem prin această metodă este, în fapt, estimatorul 
celor mai mici pătrate ordinare (OLS) al lui β. n prezentarea realizată, considerăm că 
estimatorul maxim de probabilitate este imparţial. Deşi regresia univariată este mai 
rar utilizată în analizele social-economice, aceasta  este recomandabil să fi e folosită 
atunci când, de fapt, regresia este de o formă neliniară. 
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